Lista 8 - Relatividade Geral

Ricardo Antonio Mosna, novembro de 2023

Notagao: nesta lista usaremos a convengao do Wald para os simbolos de Christoffel e curvatura,
isto é, I'°,, = %ng (Oagvk + OGak — OkYap) € (VaVp — Vi Vo) we = Rabcdwd. Ainda, R,, = Rabcb e

R = R,*. Consideraremos unidades em quec=1¢e¢ G = 1.

1. Uma particula no espago-tempo de Schwarzschild parte do infinito com paradmetro de impacto
aparente b e velocidade coordenada v, (ambos medidos por um observador estatico no infi-

nito). Mostre que a trajetoria é necessariamente capturada pelo buraco negro se b < 3v/3M.

2. Uma nave encontra-se em Orbita circular de circunferéncia 27r em torno de uma estrela de
massa M. Tal nave dispara um canhéo laser com frequéncia de repouso vy. O canhédo esté
apontado no plano orbital e faz um angulo « (no referencial da nave) com a diregao tangencial

do movimento. Qual é a frequéncia do laser vista por um observador estacionério no infinito?

3. Considere uma particula numa 6rbita circular estavel no espaco-tempo de Schwarzschild. Mos-

tre que sua velocidade angular coordenada €2 coincide com aquela do problema de Kepler, isto
6, 0% = M/r.

4. (Wald) Uma particula (nao necessariamente em movimento geodésico) encontra-se na regiao
II do espaco-tempo de Schwarzschild estendido, onde r» < 2M. Mostre que ela deve diminuir
sua coordenada radial a uma taxa dada por |dr/dr| > \/m . Mostre, portanto, que o
tempo de vida maximo de qualquer observador na regiao Il é de 7 = w M, ou seja, qualquer
observador na regiao II serd puxado para a singularidade em r = 0 dentro deste tempo proprio.
Mostre que este tempo é maximo para um movimento em queda livre (isto é, geodésico) de

r =2M com e — 0.

5. (Carroll) Considere um observador com coordenadas espaciais constantes (7, 6, ¢x) em torno
de um buraco negro de Schwarzschild de massa M. O observador langa um farol no buraco
negro (diretamente para baixo, ao longo de uma trajetoria radial). O farol emite radia¢do em

um comprimento de onda constante Aep (no referencial de repouso do farol).

(a) Calcule a velocidade coordenada dr/dt do farol em fungao de r.

(b) Imagine que o farol passa por outro observador em um raio fixado r, mas que esse segundo
observador estd usando momentaneamente coordenadas localmente inerciais definidas

em torno deste evento. Calcule a velocidade prépria do farol, ou seja, a velocidade



coordenada medida por este segundo observador, em fungdo de r. Qual é seu valor no

horizonte de eventos"?

(c) Calcule o comprimento de onda Aops, medido pelo observador em 7, em fungao do raio

Tem NO qual a radiagdo foi emitida.

(d) Calcule o instante tops em que o feixe de luz emitido pelo farol no raio rep, sera observado

em 7Ty.
(e) Mostre que eventualmente o desvio para o vermelho cresce exponencialmente: Agps/Aem X

etors/T - Obtenha uma expressio para a constante T em termos da massa do buraco negro..

6. Avango do periélio Obtivemos em aula a equacao para oOrbitas de particulas massivas no

espago-tempo de Schwarzschild,

du\?* 2m 3

onde u =1/r, e £ e L sdo as constantes do movimento que vém da invaridncia da métrica de

Schwarzschild em relacao a t e ¢. Mais precisamente, £ = Eigl com E = (1— 27’")15 el = r2¢,

onde a derivada é com relacao ao pardmetro afim que pode ser tomado como o tempo proéprio.

(a) Revise o problema de Kepler Newtoniano e mostre que ele da origem exatamente &

equacao acima sem o ultimo termo, isto é, a

dug\ 9 2m
<d¢> +’u0 =&+ ﬁlbo.

(b) Complete o quadrado em ug para mostrar que tal equacao é equivalente a

d 2
(dqﬁ(uo — uc)) + (ug — ue)? = A2,
com u. = m/L? e A2 = £ +m?/L*. Esta ¢ a equagdo do oscilador harménico simples
que tem como solugdo uy — u. = Acos(¢ — ¢g), onde ¢y ¢ uma constante de integragao

que tomaremos como zero. Desta forma, temos que
m
uozﬁ(1+ecos¢), (2)

com e constante. Note que isso representa uma conica, como ja esperdvamos da solugao

para o problema de Kepler:
L?/m

ro(®) = 1+ecosg’



(©)

(h)

Vamos agora incluir a correcao relativistica para a equagao de u, Eq. , perturba-
tivamente. Para isso precisamos de um parametro de perturbacao adimensional € que
seja pequeno e que identificaremos mais & frente. Uma escala de comprimento para o
problema em questao é dada pela distancia corresponte ao afélio (r1 = 1/u1) ou periélio
(ro = 1/ug). Vamos tomar @ = (u; + u2)/2, de maneira que se a orbita nao for muito
alongada teremos y := u/u de ordem 1. (Note que no caso nao relativistico 4 é constante
e igual a m/L?). Mostre que, com isso,

dy 2 9 E 2m _ 3
—_— = — —_— 2
<d¢> +y a2+L2@y+ muy-,

Mostre que y1 = u1/u e ya = u2/u sao a menor e maior raiz de

2m &
2muy® —y® + -y +

2w’ T w 0 (3)

Denotemos a terceira raiz da equacao acima por ys, de maneira que y1 < y3 < ¥o.
Escreva a equagao acima como €(y — y1)(y — y2)(y — y3), onde € := 2mu, e mostre que
y1 +y2 +ys3 =1/e e y1 + y2 = 2, de maneira que eyz = 1 — 2e.

Como vimos acima, y é uma quantidade de ordem 1, de maneira que podemos considerar
o termo cubico em perturbativamente se € = 2ma for pequeno. Para Mercturio e Terra
temos € ~ 5,1 x 107® e € ~ 2 x 1078 respectivamente, de maneira que essa condicio é
amplamente satisfeita. Utilizando os resultados acima mostre que, em primeira ordem

em e,

o, 1+c(1+3/2)
dy  \ly—y)(y2—y)

Podemos agora achar o angulo entre afélio e periélio consecutivos integrando a equa-

¢ao acima. Mostre que, em primeira ordem em ¢, tal dngulo é dado por fyyl2 %’dy =
(1 + % e) . O angulo entre dois periélios consecutivos é, assim, dado por duas vezes esse

valor.

Mostre que a cada revolugao o periélio avanca, em primeira ordem emde €, de um angulo

A¢ = 3em, isto &,
3GM 1 1
Ag =T ( + > .

c T'periélio T"afélio

Calcule o avango do periélio de Mercurio, nessa aproximacao, no periodo de um século.



